KINEMATIKA KEPLETGYUJTEMENY 1

Kinematika

Anyagi pont kinematikaja

mozgastorvény: T (s(t)) =r(t) =r(to) +jv(r) dr, v(t) = r(¢)

$(t)e = vey

v(t) = v(tg) + fta(T) dr, a(t) = v(t) =1(t) = Se; + UQ%en = aie; + aney,

Merev test kinematikaja

VB = V4 +W XT4B, ap=ast+eXrap+wX (wXrap), £ =w
Sikmozgds esetén:  P: sebességpolus (vp = 0) G: gyorsulaspolus (ag = 0)
VA=W XTpyg ap=as+ € Xr4ap —wWran
1
I'AP:E(WXVA) ag=0=ay +e xXr g —wrsg
AP ==+ rAgzﬁ(w%A-}-exaA)
w et w
1 ( ) ¢ €
u=—WwXap o= —
w? & w2
Mozgés leirdsa egymashoz képest mozgd koordindtarendszerekben
vp = Bp + Vpsaan W20 = wa1 + Wio (Wabsz = Wrel + Wszall)
ap = ap + apszall T APCor €20 = €21 + €10 + W10 X W21 (€absz = Erel + Eszall + Wszall X Wrel)

apcor = 2wio X Bp
Dinamika
Anyagi pont dinamikéaja
anyagi pont — impulzusa (mozgasmennyisége vagy lendiilete): I = mv
— A pontra vonatkozo6 perdilete (impulzus nyomatéka): II4 = rgp x I
— kinetikus (mozgasi) energidja: T = tmov?
az anyagi pontra haté F er6 — teljesitménye: P =F -v
t1
— munkéja a [to, t1] idGintervallumon: Wy, = [P dt
to

— potencialos erék esetén: F = —gradl
Wor = —Uy + Uy = Uy — Uy

. n t1, t1
Tételek: impulzus-tétel: I=F (z > Fl) (f Idet :) I, -1, = f Fdt
=1 to to
n t1
perdiilet-tétel: Dys=My (z ZMAZ-) HAl—HAoszAdt, ha v4=0
i=1 to
(Ds = Il +vs x I a kinetikai nyomaték vektor)
egybefoglalva: [i; DA] W= [F;Ma] 4
teljesitménytétel: T=P
t1 t1
munkatétel: Ti—To = (f Tdt = det :> Woi
to to

potencialos er6k esetén: Ty — To =Uo — Uy (= Wo1), azaz Ti+U = To+ Uy

Anyagi pont ,relativ’ dinamikija: ma = Fre (= F + Fgan + Feor)

Fg.a1 = —maguan , Fcor = —macor
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2 KEPLETGYUJTEMENY DINAMIKA

Anyagi pontrendszer dinamikaja

n

n
F;: az i-edik anyagi pontra haté kilsd erGk eredgje Impulzus: I = mvg, ahol m= > m;, vg = % > mv;
i=1 i=1
n
B;;: a j-edik anyagi pontrdl az i-edikre hato belsd ers | Perdilet: II4 = Y ra; x (m;v;)
=1

n
Kinetikus energia: 7 = Y. im;v?

M 4: kiilsé er6k nyomatéka az A pontra
=1

Tételek: [i;DA]A:[F;MA]Av ahol DA=HA+VAXI (DA =HA7 ha v4 =0 vagy AES)
TZPF-FPB
Ti —To =Wo

Merev test dinamikaja

Impulzus: I =mvg Perdiilet - altaldnosan: II4 =@ 4 -w+rasxmvy (A=S: Tg=0g w)
-S— A Iy =I5 +ras xI=Og-w+rss X mvg
Tehetetlenségi nyomaték: 4 = Og + O 45, ahol
0, _Dzy —Dg, (G 0 0 y,245 + Z%S —TASYAS —TASZAS
O©s=| —Dy, ©, —Dy. =] 0 © 0 ,@as =m | —yaszas 2%g+24g —YAszas
—D., =Dy 0, (@9,2) 0 0 O; (1,2,3) —2ASTAS —ZASYAS Ths +Yis
tovabba: O, = [ (y?>+2%)dm - az x tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaték,
(m)
D,y =Dy, = [ zydm - a deviacios tehetetlenségi nyomaték.
(m)
Henger: T~
D N~—— 0, =0, = ;mR*+ Lmh? ‘ korong: (h< R) ©,=0,=1imR?, ©,=1mR?
=3 e Y " 0, = imR? prizmatikus rid: 0, =0, = Ltmi®>, ©,=0
u (R<h=1)
&
Kinetikus energia: |7 = tmwi +iw' - Og-wl= 3 (I-vs+w - IIg) Ha va=0: T=3w' 04w,
ha Hgllw: 7T =3 (mv}+ Osw?)

P=y

wleljesitmény”: F, v+ M-w
1

1=

Tételek: [i;DA]A = [F; M), Ds=0s e+wxIlg=05 ¢+wx (O - w)
T=P Dy=0 4 -e+wx (04 w)+ras Xmay
Ti —To = Wa

Utkozések

Centrikus iitk6zés (rs, s, = An az {itkzési normalisba esik):

impulzus tétel: miv1 + Mavy = Mmicy +Mmaca = (M1 +ma)es  (vs = cs)
et s s e s " V1 —Us V2 — Us
iitkdzési tényezs: -k = = = v; = ¢s + k(cs — ¢;)

C1 —Cs Cy —Cs

All6 tengely (A) koriil forgo test iitkozése Excentrikus iitkozés

talppont (T') helye az iitkozés normaélisén: rar-n =20 rsT-n=20
1okéskozéppont (K) helye :  (...) rsi 'TsT = —#@5 (ck =VK = Vs +w Xrgk)
<2 ®A @5
redukcié: mr = 55— mr=m-—— 5
o7 Os +mrgp

CTZQXI'AT

VT = W X TAT

cr=cs+Q Xrgr

Vv =Vg +wXrgr

Eszrevételek: szazs@mm.bme.hu, kmk@mm.bme.hu
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LENGESTAN KEPLETGYUJTEMENY 3

Egyszabadsagfoki leng6rendszerek

Csillapitatlan szabad lengések

S —X
ﬂ_/\/\/_ o mi + sz =0 lengésidd, frekvencia: T =27/, v=1/T
!’l‘ =
m DE: |i+a?z=0 xp(t) = Cy cosat + Cysinat = Bsin(at + 9)

KF: .’L‘(O):.’Eo .’i‘(O)Z'U() 01:.’1:0 CQZ’U()/CM B:\/012+022 tg5201/02

(x=0 helyen a rug6 erémentes)

nehézségi erGtérben (y=0 helyen a rugé erémentes):

S
iy mi + sy = —mg i+a’y=—g| yin(t) =yn(t) +yp(t) = Bsin(at + §) —

m statikus egyenstilyi helyzet: Yst = —mg/s
ig r=y—ys=y+2L, E=yj, i+ao’r=0 xp(t) = Bsin(at + 9)

p=0
rugékapcsolédasok: 51 9 °1 s
vagy /7 82
1 4 1 1
-=— § =81+ 82 —=—+— | =S
S S S1 S9
torziés lengések: hajlité lengéshez jarulékképletek:
m . |
Oop+sip =0 2
I,G " 9
e @ p+a‘p=0
| (t) = Bsin(at + 0) ‘e Fl3 I3
3IE 48[E
Csillapitott szabad lengések
sebességgel aranyos csillapitis (x=0 helyen a rugé er6mentes):
jen]
< MY mi+ki+sz=0 D<1: z(t)=e Pot(C) cosyt + Cs sinyt) = Be~ Pt sin(yt + ) Jengs”
3
A, x(¢)
#+2Daz + o’z =0 =ay1- D2 T=—, A=In =In = DaT
i ‘ ‘ 7 v Anto z(t+T)
2(t) = R(AeM) (valost.) | D=1: 2(t) = e 2(Cy + Cat) Jkritikus” csill.-a
A ) kar. egyenlet: D>1: z(t) = CreMt + Che??t = e Pot(Cy ch|y|t + Cash|v|t) ytalesill”
)\2+2Da)\+a2:0 )\1,2=—DaiavD2—1 M<—a< <0
/

Coulomb-sirlodéssal csillapitott lengések:

S =X
.. . - 2 2 ; 2 wmg
m| x>0 mi = —sz — pmgsgné  |& + oz = —foa’sgni| T=", fo=

Pl: z(0) =z >0, #(0)=0

+— <0 (0<t<d) d+a?r=pg znlt)=z,(t) +2,(t) 24(t) = 01 cosat + Co sin ot
z(t) = (xo — fo) cosat + fo o(t)

= >0 (<t<T) i+o’z=—pg (%)z_x0+2f0 #Z)=0
z(t) = (zo — 3fo) cosat — fo

~

8

8
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4 KEPLETGYUJTEMENY LENGESTAN

Gerjesztett rezgések (harmonikus gerjesztéssel)

=X =X

k s k r4(t) = ro coswt
s|m —ﬁ(t) = Fp coswt m 2 +—>
p=0 Yoou=0
N N
mi + ki + sx = Fy coswt mi + kx + (81 + s2)x = sarg cOs Wit

‘ # +2Dai + o®x = foa® coswt ‘ xp(t) = e~ P2 (C cosyt + Coysinyt) = Be~ P sin(vyt + )

Zin(t) = zp(t) + 2p(t) zp(t) = K coswt + Lsinwt = X cos(wt — 9)
. 1-—)2 VE? 4+ L2 1
K= fo 2\2 e V= = X=Nfo
(1= \2)2 + 4D2) | fol V(I = \2)2 +4D%N\?
2D\ L 2D\ w
L=ha=wprape ®' =g~ 10 A=g

szinuszos gerjesztés esetén: ‘ # 4+ 2Dai + o’z = foa® sinwt ‘ zp(t) = K* coswt + L*sinwt = X sin(wt — o)

(K*, L*) = (=L, K) tg9 =47 = 25

. , . e _ 5 1
az N()\) fiiggvény cstucsponti koordinatéai: (\*, N*) = ( 1-2D2, m)

Masodfaju Lagrange—egyenlet. .. (megtanulando!)

Tobbszabadsagfoku lengdrendszerek matrix differencial egyenlete: | Mg + Kq + Sq = Q(t)

Linearizalt rendszer: a statikus egyenstlyi helyzet koriili kis lengéseket vizsgaljuk (g;).

_ _ [ o*T _ [ o*u _ _[ &*D _[oeP] Ory,
a=lal, M=lmg) = [3%3%‘] o S=bul= [3%5%] » K=lhl= [3%’5%‘] Q= [55%] B [Z’“ P 8%’]
Csillapitatlan szabad lengés (k;; = 0, Q(t) = 0)

Mqg+Sq=0|vagy CMq+1I=0 frekvencia egyenlet: ‘ det(S —a’M) =0 ‘ vagy det(I — a2CM) = 0
an(t) = Ae@t _t behelyettesitve: lengésképek: (S —aiM)A; = 0 vagy (I—aCM)A; =0

(S—a®M)A =0 vagy (I—a?CM) A =0 | moddlis mdtriz: T = [c1A1 c2As...chAy] = [Ale ¢ = ﬁ

Csillapitatlan harmonikusan gerjesztett lengés (k;; =0, Q(t) = Fq coswt)

DE: ‘M(’j+Sq:Fgcoswt‘ ‘ ap(t) = Leoswt : (S —w*M) Leoswt = Fycoswt =L = (S —w?M) ' Fy

KF: q(0) = qo, 4(0) = B, ‘ q(t) = >, CiAisin(at + 6;) + Leoswt  (KF = Cj, &)
q(t) = an(t) + ap(?t)

Csillapitott harmonikusan gerjesztett lengés: ‘ Mq+ Kqg+ Sq =Fgcoswt ‘

Aréanyos csillapitas esetén: K = ky M + kgS, Modalis transzformécié: q = Ty =

TTMTy + TTKTy + T'STy = T'Q(t) = [Y;(t)] = i + 2Dscugi + o’y; = Yi(t) Di = 3(knr/ai + ksas)

)

Eszrevételek: szazs@mm.bme.hu, kmk@mm.bme.hu http://www.mm.bme.hu/

Nem aranyos csillapitas esetén:

—w?M +S wK

t) = Lcoswt + Nsinwt —
(! —wK  —w’M+S

= L,N




